Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facoltd di Ingegneria

2° Esonero e primo recupero di Analisi IT (secondi 5 crediti) per Ingegneria Elettronica
19-02-08 A.A. 2007/2008 Compito (A)

Si scriva il risultato negli spazi sottostanti. Non farlo comporta una penalizzazione

" 2
+y=06(t"—3t+2
Problema n.1 (10) — (10) 1) Si risolva la seguente equazione differenziale {y Y ( / )
y(0) =yo, ¥'(0)=um

2) Si calcolino yg e y1 in modo tale che y(g) =0e y/(g) =0

Ogni equazione ¢ della forma y” +y = §(t* — (a + b)t + ab)
1 e +e ™ pyot+uy

= 2 (3(t —a) + &(t — b)). Detta Y(p) = L(y)
1

si ha Y (p) = P P e quindi y(t) = = a(sin(t —a)H(t —a)+sin(t —b)H(t — b)) +
1
yo cost + yy sint. Inoltre si ha y/(t) = 7 (cos(t —a)H(t —a) + cos(t —b)H(t — b)) + 2 (sin(t — a)d(t —
—a —a
1
a) +sin(t —b)d(t — b)) — yosint + y; cost = 5 (cos(t —a)H(t —a)+cos(t —b)H(t — b)) — yo sint + y; cost.
—a

In ciascun problema bisognava uguagliare a zero il valore di y(¢) e di 3/(¢) per t = tg con a < ¢y < b per cui
si ha

Compito A. y(g) = smé%_— 9 +y1=0ey (g) = 7&)8;%_; 9) _ yo = 0 ossia y; = —;O_SG e yy = ;iic;
Compito B. y(gﬁ) - Sm(b%f; 2 m=0e y/(gﬂ) - COS(bgfa_ ! +yo = 0 ossia y; = _Z:O_SZ e Yo = zifz.
Compito €. yéﬂ) - W Ty =0e y/(gﬁ) - COS(z)gja_ D o= 0 ossia yy = —ZOECZ eyo = ZII_MZ

t
Problema n.2 (15) Si risolvano le seguenti equazioni integrali: 1) ¢(t) =t +/ dxp(z)sin(t — x)
0

1 241 1 1 3
Detta ® = L(p) si ha ® = — + ®L(sin(t)) da cui ¢ = b j = — + —; e quindi p(t) =t + § oppure
p p p p
1 d? t3
t) == lim —(p* + 1)e’"| =t+ —
o(t) 6pgrg)dp2(p+ Je PR

2) p(t) =t+ /0 dxo(x)sinh(t — x)

2
p-—1 . t
@zmdacu1g0(t)=§+

2

“%

sinh(v/2t)

Problema n.3 (10) — (10) 1) Si risolva la seguente equazione differenziale

Ut — A Ugg =€ "
u(z,0) =0, u(x,0) =0, u(0,t) =0

Ccx —CIT

Suggerimenti: i) come soluzione particolare della equazione f” — f = e~
deve trasformare secondo Laplace anche il termine noto della equazione

si provi f(z) = ae i) si

2) Una volta trovata la soluzione u(z,t) si calcoli u:(x,t) ’x:a f—1ln2
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—rx

2 2. n__ € - —
v, —a’v = T pzr/a
Se v(z,p) = L(u(x,t)) si ha pru(.p) p e lasoluzione & v(z,p) = ¢ R
p(p? —a*r?)  p(p® —a?r?)
v(0,p) =0
da cui )
1 a0+zood ot
t)=V.P— =
u(,1) e L v(z, p)
_—e e b 1 b T 1 z
= WH(t) + 5.3 COS (art)H(t) — 5,3 €08 (art —rz)H(t — 5) + WH(t — E)
w(z,t) = _—_mH’(t) + ¢ sinh(art)H(t) + e cosh(art)H'(t) — 1 sinh(art — ro)H(t — E)—
BT 22 ar a?r? ar a
1 , z 1 , x
3 cosh(art —rz)H'(t — E) + a2r2H (t — E)
(le derivate delle funzioni a scalino sono ovviamente rispetto al tempo). Si ha quindi
(,8) = = 5(8) +  sinh(art)3(t) + S cosh(art)5(t) — — sinh(art — ra)H(t — ©)
u = S111 T S T — — SIn re — 7T - =)=
T a2r?2 ar e azr2 (P ar R v a
1 z 1 x
33 cosh(art — rz)d(t — 5) + W&(t — a) =
~ sinh(art — ra) H(t - )
= ——sinh(art —rz - =
ar a
. 1 . ) Ing .. Ingq
Per z = a otteniamo w;(a,t) = —— sinh(art — ra)H(t — 1) e poi per t = 1 + — diventa w(a,1 + —) =
ar ar ar
1¢°—1

ar q
Compito A: —3/(4a), Compito B: —2/(3a), Compito C: —15/(24a), Compito D: —3/5a)
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3,1/z
Problema n.4 (8) Sia data la funzione f(z) = 2 Sicalcoli

(z—1)%

1) Lo sviluppo di Laurent centrato in z = 0 e convergente per 0 < |z| < 1.

1 5 ¢/ d2 +oo k +oo +3
f(z)z—ﬁze d221—z_ 2Z kk‘ZTH_ J(n+2)z

2) Lo sviluppo di Laurent Centrato inz= O e convergente per |z| > 1.

E lo sviluppo nell’intorno del punto all’infinito. E dato da

+o00 3 f +oo 1 +o00 1 +o00 1 +o00 +o0 N n 2)
e IO IR DI I
k=0 r=0 s=0 n=0 k=0 " N=0

lo svolgimento & come prima solo che le derivate ora vanno fatte rispetto alla variabile 1/z.

3) L’integrale f(z)dz
|z—1|=1/2

Il residuo in z =1 € e“(3 + % —2¢) e quindi A: 3mie, B:1lwife, C:2me?, D: 187i/e?.
4) L’integrale / f(z)d=. Suggerimento: si usi il punto all’infinito

|z—1]=2

Dobbiamo calcolare il residuo nel punto all’infinito e quindi usiamo lo sviluppo del punto 2) per calcolare il
coefficiente del termine 1/z ossia ¢+ 3. Ne segue che il residuo ¢ —27i e 'integrale ¢ 27i(c + 3) da cui A: 87,
B: 67, C: 107, D: 4mi

5) Usando opportunamente i punti 3) e 4) si calcoli I'integrale / f(z)dz

lz]=1/2
11 calcolo del residuo in z = 0 & complicato dal fatto che al termine 1/z concorrono infiniti termini. Conviene
usare il fatto che la somma dei residui nei punti z =0, z =1, 2 = 0o € zero. Quindi Resf(0) = —Resf(1) —
(&
Resf(oo) e quindi Resf(0) = ¢+ 3 — %(6 —4c+ c?) da cui I = 2mi(c + 3) — mie®(6 — 4c + ¢*) ossia A:

I = 8mi — 3eim, Bidmi— 1lmie™! C: 107w — 27mie?, D: 2mi — 187mie 2
27

sint
Problema n.5 (7) Si calcoli I'integrale —dt.
S o V10 + sint
. _— A it 1 1 dz
Con la solita sostituzione si arriva a z = e* —(z—=-) 5 - dove a = 17, 10.
2]=1 1 2" +22 + 2i\Jaz F 1

A. Dentro il cechio di raggio 1 vi sono le due singolarita z = 0, z; = i(3—+V/'10) per cui si ha I = 27i(Resf(0)+
2
Resf(z1)) = 2m — 5\/ 107

B. Dentro il cechio di raggio 1 vi sono le due singolarita z = 0, z; = i(v/10—3) per cui si ha I = 27i(Resf(0)+
2
Resf(z1)) = —2m + §V 107

C. Dentro il cechio di raggio 1 vi sono le due singolarita z = 0, z; = i(4—+/17) per cui si ha I = 27i(Resf(0)+
V17

Resf(z1) =2m — 5T

D. Dentro il cechio di raggio 1 vi sono le due singolarita z = 0, z; = i(v/17—4) per cui si ha I = 27i(Resf(0)+

Resf(z1)) = =27 + gw
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2° Esonero e primo recupero di Analisi IT (secondi 5 crediti) per Ingegneria Elettronica
19-02-08 A.A. 2007/2008 Compito (B)

Si scriva il risultato negli spazi sottostanti. Non farlo comporta una penalizzazione

y' +y=5(t* — 10t + 24)

Problema n.1 (10) — (10) 1) Si risolva la seguente equazione differenziale { ,
y(0) =yo, ¥'(0)=m

3 3
2) Si calcolino yg e y1 in modo tale che y(§7r) =0e y'(iw) =0

t
Problema n.2 (15) Si risolvano le seguenti equazioni integrali: 1) ¢(t) = 1 +/ dxp(zx) cos(t — x)
0

1 21 2 3
Detta ® = L(p) si ha & = p + ®L(cos(t)) da cui = p(pf—i—;—i—l) e quindi p(t) =1+ ﬁe%t sin gt
t
2) p(t) =1 +/ dzp(x) cosh(t — x)
0
_ . 1 . pP—1 o 2 1, Vb
Detta ® = L(p) si ha & = p + ®L(cos(t)) da cui & = o —— e quindi p(t) =1+ E@ sinh 5

Problema n.3 (10) — (10) 1) Si risolva la seguente equazione differenziale

Uy — QP Uyy = €727
u(z,0) =0, u(x,0) =0, u(0,t) =0

cx —CT

Suggerimento: i) come soluzione particolare della equazione f” — f = e~ " si provi f(z) = ae i) si

deve trasformare secondo Laplace anche il termine noto della equazione

2) Una volta trovata la soluzione u(z,t) si calcoli u:(x, t) ’$_a t—14 13
A 2a
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3,—-1/z
Problema n.4 (8) Sia data la funzione f(z) = 5671)3. Si calcoli
2 —

1) Lo sviluppo di Laurent centrato in z = 0 e convergente per 0 < |z| < 1.

2) Lo sviluppo di Laurent centrato in z = 0 e convergente per |z| > 1.

3) L’integrale / f(z)dz
|z—1|=1/2

4) L’integrale / f(z)dz. Suggerimento: si usi il punto all’infinito
|z—1]=2
5) Usando opportunamente i punti 3) e 4) si calcoli I'integrale / f(2)dz
|2|=1/2
2 sint

dt

Problema n.5 (7) Si calcoli I'integrale

o V10 —sint
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2° Esonero e primo recupero di Analisi IT (secondi 5 crediti) per Ingegneria Elettronica
19-02-08 A.A. 2007/2008 Compito (C)

Si scriva il risultato negli spazi sottostanti. Non farlo comporta una penalizzazione

Y’ +y = 0(t* — 14t + 48)

Problema n.1 (10) — (10) Si risolva la seguente equazione differenziale { ,
y(0) =yo. ¥'(0)=w

5 )
2) Si calcolino yg e y1 in modo tale che y(§7r) =0e y'(iw) =0

t
Problema n.2 (15) Si risolvano le seguenti equazioni integrali: 1) p(t) =t — / dxp(z)sin(t — x)
0

2
pP+1 , 1, V2
b = m da cul @(t) = 525 + T bll’l(\/ét)
t

2) p(t) =t — /0 dzp(x) sinh(t — x)

p* —

b = p

1 1
da cui p(t) =t — é153,

Problema n.3 (10) — (10) 1) Si risolva la seguente equazione differenziale

Upt — QP Uy = €757
u(x,0) =0, u(x,0) =0, u(0,t) =0

cx —CT

Suggerimento: i) come soluzione particolare della equazione f” — f = e~ " si provi f(z) = ae

deve trasformare secondo Laplace anche il termine noto della equazione

2) Una volta trovata la soluzione u(z,t) si calcoli u:(x, t) ’$_a fy it
T 3a
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2362/2
Problema n.4 (8) Sia data la funzione f(z) = W Si calcoli
-

1) Lo sviluppo di Laurent centrato in z = 0 e convergente per 0 < |z| < 1.

2) Lo sviluppo di Laurent centrato in z = 0 e convergente per |z| > 1.

3) L’integrale / f(z)dz
|z—1|=1/2

4) L’integrale / f(z)dz. Suggerimento: si usi il punto all’infinito
|z—1]=2
5) Usando opportunamente i punti 3) e 4) si calcoli I'integrale / f(2)dz
|2|=1/2
2 sint

dt

Problema n.5 (7) Si calcoli I'integrale

o V17—sint
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2° Esonero e primo recupero di Analisi IT (secondi 5 crediti) per Ingegneria Elettronica
19-02-08 A.A. 2007/2008 Compito (D)

Si scriva il risultato negli spazi sottostanti. Non farlo comporta una penalizzazione

Y’ +y = 5(t* — 22t + 120)

Problema n.1 (10) — (10) Si risolva la seguente equazione differenziale { ,
y(0) =yo, ¥'(0)=m

2) Si calcolino yg e y1 in modo tale che y(gw) =0e y'(;w) =0

t
Problema n.2 (15) Si risolvano le seguenti equazioni integrali: 1) ¢(¢) =1 — / dzxp(z) cos(t — x)
0

2
p-+1 . 14 V3
@:7dac t:—1+2 2" cos(— )t
ppPrprn) ) ‘ )

2) p(t)=1- /0 dzp(x) cosh(t — x)

p*—1
d=—— _dacuip(t)=1-
p(p?+p—1) 0

— ﬁt)
V5 V2

Problema n.3 (10) — (10) 1) Si risolva la seguente equazione differenziale

{ Ut — QP Upy = €4

eiétsinh(

u(z,0) =0, u(x,0) =0, u(0,t) =0

cx —CIx

Suggerimento: i) come soluzione particolare della equazione f” — f = e~ " si provi f(z) = ae

deve trasformare secondo Laplace anche il termine noto della equazione

2) Una volta trovata la soluzione u(z,t) si calcoli us(z,t) |x7a te14ms
Tt da
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3,-2/z
Problema n.4 (8) Sia data la funzione f(z) = 5671)3. Si calcoli
2 —

1) Lo sviluppo di Laurent centrato in z = 0 e convergente per 0 < |z| < 1.

2) Lo sviluppo di Laurent centrato in z = 0 e convergente per |z| > 1.

3) L’integrale / f(z)dz
|z—1|=1/2

4) L’integrale / f(z)dz. Suggerimento: si usi il punto all’infinito
|z—1]=2
5) Usando opportunamente i punti 3) e 4) si calcoli I'integrale / f(2)dz
|2|=1/2
T sint

Problema n.5 (7) Si calcoli I'integrale _—
(7) s o V17 +sint
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